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§ 1,2 YerYalt, voor r.over staandf' or pag. 1 u 
regel 7 Veb. ,, :,. w o.t t II vordt ti~- w O di 
regel t5 v~(h : achter: "tot nul nad•rti' ee:n noot, luidende 
"Een reeks kan cevoon con'fergent en tegeU,jk a1yr11ptotiscb 
divergent &1Jn, kan gcwoon diYergent en trgeliJk a.symptot1sci.. 
eonYergent z1Jn, kan &ovet gevcon al! a1yaptotisch d1vergei-en 
~n kan ook aovel gevoon als asyaptotiseh conYe:rgeren~ ln het 
laatste ge•al behoett de gewone som nl.et asyaptotisch gel ijJr 
t~ z1Jn aan de aaymptotisebe 10■"~ 
regel 10 v.o.: "vaarb1J de aom.men" vordt-: 
ttwaarbij de aayaiptoti !che somtnan'' enz. 
regel 6 v~o@ tot onderaan: wegechrappen~ 
regel 1 'V.b .. iachter"rectiriaeerbaren behoort te staan 1) 
toraul• l :•• g(b)'' wordt "&.t, ft)", "g (a)" 11ordt "g,,.(a)u 
regel 6 v .. o.,:" ~ IO " aoet z1.jn t11 ~ ') " 
regel ; v.o.: "groter" moet :ijn "ltleine.r" 
tl~t begin van de pag~ luidt: 
!'Vorder is . fl 
9 ( &: --· 
ala product vln d1·1e alte nere e 
rend., Voor'' 
De bovenkant vordt: 
C X 1+7 
Regel 1- 10 vervalt 
Ragel 1 :~ meet luiden , 1 
_,fwJ. 1"'1~d.c, 
'"" De pagina ~ordt doorgeaneden boven § 2,2w 
Bovenop het onderste stuk ko•t te staan: 
§ 21 2 C X ~? 
, Achter de f'oraul• koat een noot: 1) t luidende 
Courant-ililbert 1931' 1 I p.lt;tt, tor■ * 88 .. 
deohta boven koat 1.p .. v .. I 2,2,1 i I 2,21,c 
degel 1-10 ••r•al,t .. W• begianan aet: "dua·: ........ ~ 
r-t - ' t?' . . . ~ • 
£JJ. J : ... , e_:;(-;fl gegevren cnbsg1•t:nsr:.H,1 pu..ryt,,..er ~el.:u1g ll gelege11 i VJ hat i::oi~,:plexe 
'11ak t:Jn zJ .. ~ tt);; cH:,n w:lllokeu~.-.ig elemt'."rnt VEll'l dl$ 1rer2amel ing. All e lrl de$e 
aant:.;;J:(etd.nge,21 vo,1tkcmende getallsn en functias recger.:. ·van :.;.1afhange:n 9 ?.en---
z . .';..j u.i td~1lkk.=:illjk h~t t.:egondeol ve::r•meld wcedt.i rnvast rr betele"..e.nt ttonathan-~ 
ke J5. jk ':"a..n C,;J tn 
Ik iiCh3rijf a ,:· < 
d.at de ong~lljkhetd 
ge1ch. 700 1• ,s.ik 
llitch:'lk1; 
&rt t:.£·an~it:L-E-t pt:LW,, z, elk gr•t.~l 
a p--...«Y b ?JIOl gt b /"'>...:- a et: ten;-".iJ.o t tB. 
I /--;'°' ," 
-:'<,,...· ~ (--t-, 

lets 1:..u:.;,r 
t: etl 
£;.;Jl} ~ 
wottbaeld is de-ge'W06ft 
• :Sij een r1J, d~e •~ 
due •le twee limleten 
ii' aod:ra dit met eeJ 
it.r:1;~:li<.:~it ~-f0 t 1•~{. 
gt da.n voot' i1?der8 '1aste geh~le AHiil 
w•":, 
'· 
t 
C 4-7 n I-
-----r d . " . ef,1J.»!! . . . . 
" ,..,~ a:G a.e e.s_ymptotisch.a som..111e:n s en si asymptot:lsc~ zijn 2 ., 
oestaa';e. e1· 0e.n van Wen 4 onafhankelijk getal ex .zodanig 1 dat voor elk.· 
vast. gehe~l getal ll?it:o da cngelijkb.eden 
·•. 
· ' ·. Q,.l. <<~ °'" en 41:., <~ Co 0( . - · ii 
ge~dan. Zij9,;een wi:tlekeu:rig vast getalc Omdat "'' en ,,asym_ptot:tseh :z. 
to't nul naderan 7 . best;;aat er aen getal ~ -, dat niet van~, maar wel - ,: 
van :i afhangti)_ zoda.llig dat · 0 -· ,., 
. l'1,,, <:<. W , ... f ... 0t. . -" · < <:: "' - ~ - 0\ 00 · · -\:1 
-'1\ ,en 'tv ·.. yJ,. , .. ,,, 
.ve>o1• elk vast ,gaheal gatal ~ ~- .J;.. t-S , Omd~t- de reeks ~~elke · ~:~:; 
te!m · <4."'- bj-vat, bastaat er een getal ~- ~ £.o , qa1; niet van W ,- · .J 
maa:r.• _ wel van~ an_ .. <;U1gt, z_odanig dat d_p. pal"tiee_l::iom ~• - ....... + d..t,, eUu:::_ 
term· ~ &'-t\6 me-t. -m <!t;_ ~ e:n ,t.;..;; ~bevat... - 1 -'' 
Besr!houw het verschil ~ ~ (Clo ;.i.; ..... -~~ .. ..,~)-(4+ ... _,...~)..?\ 
waa:rin i, een vast geta.J.~ t':, voorstelt. Dit. ·versch:tl is tP schrijven - · .;', 
als een som vm.1 h<•ogste.ns '(l...-1 )' ter·ment elk van de ·gedaante ~g_,,{ 
, Een term van de geda.ante ~ -',;.w kom.t n1et in c4+ - .,.J.1., voor,, dus ook, '1: 
niet in olo+ ·~· ..,..d,,._ voor, zodat van de indices men n er minstens._·<~: 
~en ~ ~- 1so_ E_?rCte1 .. m va..~ ~e £($de.ante ~-~'~komt ·niet in het uit~7.:_: 
gewerkte product (.c:t•+ ....... -t--C;.;eX;-6t1+ -·,.. + ,) voor 9 zodat van de:~ 
indices m ~n n er minstan_s a~n ~ l ~ ./t.1 ~-(;0 1s.. Van de term±~~ 
is dus m.inst~n.s ~en der r~c'toren <<. ~ -.t-04. te:rwijl de andere rac-;:;~ 
tor <<. W « is, zoo.at deze term << w-· !i': .:,, is., Het verschil V'"Jt~~ 
is dus te sch:r-ijven als een soni van hoogstens / K·H)'l. termani elk '-;; 
· _ · ..S:::4'.. ~:-2., _zodat o~k 1~ ~~-i. voor /"iAi11s., Om.dat bij slke_~ e_e-p.;~ 
_, ~ 1 met deze · ~i_genschap te .~•inden is 1 nadert dus ~ bij onbegrensd ·\~ 
\iir.rtit/"i~• aangroeiende A,.fto~ _ Zl1!-lo Omoat ~ ,. .... ~A. en ~c + ~- ... +1f4~ as:,mptotisch t~l 
· de_ asymptotis~h ,!fe·1nd1.gf' 4 11mietsn r-r an si naderen 9 nade_rt het product ·::~ (aoi" ... - ... +-Ol~ )LG~+ .. -~+~~)-> dus ook cie +- -- -+.::I~ asymptotlsch· tot_·: 
ss ~ ~ :was.rmede he t bevij s ge lave rd is" · :.:c 
,, ,. 
- ~i, 
,: )-;;. . 
. ..... ,,:· 
C %l 47 a 
I, 2 ~ Elemeotaire me1ho<h • (\ 
I l,1.01 ~ »• fonml~ van s1 irlibg. 
~J!+D2 . 
en b•~it ~• d• eigenaeb~, dat -de verbou1:1JJS n•t(n) voor irieN vute · 
_ !B 't<>t 1 nadert, ala htt ne:twrlijke ge'tal fl onbeg:r.enad aangroe1t. Omse-
ke•l'd aien n 6emakk•l1jk int <lat ied•r• tu:notio met 4•n twee eigen. 
aoll&pptHlt op een oonetante a, gelijk ia un d• G-1unotie 9 r' ( s), want 
Uit d• ~ionaalbetrekltil:t8 ?olst dan, lat f(n) voor elk mtuurli~k 
get.a. n de Yaarde (n ... ·1) rf(i) kzit •n.'f)Ol" •lk• a (4• punten o, -1, -2, 
.... 9) ui'tgezonderd) ts . . ~ _ . . · 
. t(z) s pr +""rCatf > I ~. ·s t n ~ tnlt 'j f~ntzl ... 
. a s+ J ~ o:o Z+'D-1} IS a+'f} •' • a+D-'1 e nr- f (n} 
d@ l•t•t• ta~tor naciert, -volgem nrondirat@lling to't 1, due 
I n.•\n-1 \. f(z)nt(1) lim '!II r .. , 1 ··"t :'"' -~·, , 
' . ~~ •. .,. ~ ~ • ' :+n-
a!Odst 4• funetitt .f(al. op de oonatct• t&•itcr na,omubbolz1mig bepuld 
ia .. Osdat de Clamma-fuilcrti• cle tw•e gen.oeu4• eig•nechapt>en be zit, ie due 
1.«•re fllnoti• • 41• 4sn WM eipns()be.pi,on b•zi.t, op een oo~tante fa.o-
'tor • ·.i\• . , aeliJk u:n 4• G~O"'tit•,, Imien -due 
It r (a)~ e. 2=--i .-z+JA, {C) · 
. ,gaat•l<l wordt, don moenn we voorMret ), ~ ( B) zo Jd.esac, dat r ( z) aau 
. de fullotionulbe-tNkking voldori '!' l)a't le" ·•rt 
(z.t.·O :+i48-z-1+,µ, (s+1) =-$• ± 9 -s+ i.,;(z) , 
tII 
-A&n d• · tnao1'1onaalbetrekk1ng is tu vol.d111.13. · ala 
eo . 
tv }A (z) • :,; g{~m) . 
"'11•& 
-f!ilt@l,d Mdto ~~s 1• .du. de tftde VO}~. vervuld, ala 'f(~) bet 
.d.nk@l-'lid 'nm II . VOOJ'a-tel t' W.:0.'& tiau u 
!hl+.11) · = (z+u)•+n-½ ••z-n+~.(JM-ri) n•►:1+½ .n-.p,..{n)" 
r:l'f<n> .. · .· , 
,i • . . • ( 't+ .!} ~--a+ fi(a+ll)-fot {rt) 
d.. . D . , 
f i~>··· ' • . . ' ~ . . . 
~t- ml~,. ale .bet Mt.rltJb ~al n onb~ aarc:r-oeit,. tot· 1, _ 
•·•,.;,. ,. .. ' . . ' . . . ·. . 
t4·_r'ft1·1·1 · • liii '*.·•• • · •• i · , 
~~~t.1:.! ?~•nl• lmle't ta ju1.t, vo:::.pu 4• 4•f'1n1.:tifl. va.u Geuse, · · 
J 

,1: 
C XI. 41 n 

.i..!:lhtt ko.tn we 1.1'1 al llo:! l"',?i.; "" t•'l-il! ln OllZI ,)<ltp.,1•1118•n van d• .,..,.. 
at1•tonau.1A van ¥u.l•r••lac :i~ t 1 
]);~ oonatant® -ww1 J;ultl"' i~ g~l.,ijk 9.iUl 
- 'ii. ,~.. 1 "'- 1~ t o, -~ i. ,+ ,, ,i, ~ + j .,,,. log n; :.il l.ffi .. 1+ 
l'J,-..,,;laOO- .,. )1} ~00 
01.i@lt Nn g(x)~ log 1x+p .... log{x~t)- J , 
d~\.n vtoot m~ 
"'' "" 1 I.J.. {, ., ;, ';, 
""':;,a ~~ "'"' :.~ m '""~T~:ff ·' 
Ult oi~~ret~• 
t>~, 
·o( 
I-~. 
-!-oi!tt 
{~ 
/-£~ 
~;'!·· !-0 <.x~.} ~ 
~~ ...... ~ 
J,: ~t". ,ifyj+,i) 
+ 
...... 
~~~ 
;Ji:,, /,j 
-.t ~ 
:,J,;;1 
t _::l 't u, 
.r,..,u~ 
d/f. 
I ti, 
.';i8i 
~n . ilH}:("t!r't 
~ ,~ 
~ 
~ 
,);1, 
R.:>5,1 
jJl 
--23~? 
lyJS' 
"-e: ... -.::n:-:-
li> ll 
f!OS' ;;:rr 
'M""~~ 
R1?1 
·-~.-: 
4>,i; ~4~ 
l:i:Jtw t;:.!¥2 
.,. ~T;, 
,,i6 
_....,,,, 
t.J; $ f 
i~r 
"""-"' 
,;.;;;,; 
,. .• 
» .. ~:r 47 ~ 
:..-u:rin R1(m) < ~• {tm+1r•12 0 
. . 
;, . 
i;• • 
3,103 210 678 210 678 21 
2,525 728 644 308 255 44 
lf,flli.- I I •U ,,. •••• at•-• 1$ IH 
o,577 482 033 902 422 77 
0,000 l66 666 666 666 66 
8 PO I■ I I LI •·• TOI IIU U I I a•u A & Ii t -
0,577 215 361' 2.35 756 11 9,000 ooo ~ge 666 666 66 
A 1$ t;ft' JIJtoalhtfA•.,._, •r • 1 d II ~ + 
0,577 215 665 ,oa 422 11 
0,.000 t)J() 001 001 746 03 
JL I 11 C 1111( I U • t • I It •1• bJ O :It l I I -, 
. 0,57'7 215 664 894 &76 74 
0,000 000 000 006 935 89 
It u •• r bk WIUIII a 4 t ,4 illt I fl I ♦ 
0,5~7 215 664 ~1 612 63 
0,000 000 000.000 181 21 
L ,.J U I II I QUIit U t:: ts MIii I •tr Ii J I P Ill I 1111P 
Uue 0 • Oi,511 215 664 901 5)1 4-2 ,.. li(i !) , WUl'U'l 
1\(12)< ~.2,•12< ll,2~.L 10••"4 ., 
D1t otemt ov•r••n mtit i!• WIIU"d• tl6111 0,,577 215 664 ~i 532 e", 
dit oomttant~ '1-.n tw:J.~r b4iktmd. 10, ktm m tn. m•t tormul• (I} 4• puti-
1!- t-•:m t+.,. ;}+ 1/1' ·,an dtt ba.1--mouieohe reelm ~ 1 13k eeh•r» bepal•r&= 
:r.~k VP 4•z• f'~~,t l9e 11ul.l1111.1 'fl'llt .... ,... -ieTU.S~'.Jldm n ' 4• beban4•11D.8 Tan d• 
111:1-.,,,;t 1'11'.f Qnt'4lles 11t1-n '.t\l'.l 11r-)la, I&ur:in .t • 
I 2 
2.i:j K se:u Lt h,gt, t::.omplexe z .. ,,•v1ak galeg~n :r-ectlt'fcee1"har-e kr,1.11m.,-ne t 
'k'afi.ri:&.r :n;,t teg:r..tmit f ~.:; h-£:r ,~lndp:i:::lt h ln het e:1ndig€ liggen en tot 
1 ) d.e lr..rot!ll:lle behor"en ~ -
~?t;e::. -{ :f,f.L,}: sr! \] .·· ,;· 2.ij_r: cp 'K geg-e''ls:i &n 13r.!gS die kromme ona'indtg 
<likw:tjls differtA;t.leArhaar 2) met r •-~_;.\<~.):. Dan kan de :tnteg:raa1 
,/.:/ '.ii' 
(' v· .,. '.[.!1 
,--;:~ /.l ~(<))11'1 
- .,.,~.; ,/i'i{J.c·:.J ' 
mBt behulp ~an de msth;d1 
Word r; 
f t' 4~ ~ ' 
ge·steldi dan k:rljg,::,m we voo:r elk geheel getal 
" .. 
> ·,, 
,· ... , 
'•' ;t!l 
0(! t,pg~Jre !.r. r.u 'i'<'Ot'.:11"'V5G.t'c:-sn or,_ te -~t.;11;:;n 1 voldoande opdat. de li;.i.atst :: 
t:€,:tn blJ :J1Dbf::g'.tfnsd. nargl'D'E.!J enci.!? "~- ~ftym.:pt,1tisch tot 1'ml na.dart" Daar • 
too me~k ik op 9 dat · , g~s~..hreven kan if..iO!"d4Sn a.ls een :som 
II 
tr.itg~St:r-ek-t.; i:.:,;ver alle sys teru.E;.r:. 
.. gehe,l~ e~t~J.l.an 
!II 
IV , -····; 
J -:i 
~~· J. 
···':, :·, l t. •',. ilj!i · 
V-e~der ~uller1 we nt.Jg b$wljzen 11 dat een geta1 . ·:· -1oorste'lt 21 d.at door 
het sytrt~em · · · o.udubb~lzinn1g bt:1paaid -j_s., 
vmdat ae~e be-wel"ing$.U 'ii'<Cr-dr .-:, : e,11:tder!t zijn9 neem ik aan9 dat ze 
vo6':r. sen bepaald.e ·' / · r~eds bewezen .zi~n; i.n die ve:r-onoarstelllng .zal 
ik ze dan met in plaa~s -~r~n r~:- bewij.zsn,, Diff e:rentieert msn beide 
.leden· van II naar en dealt man het aldu$ verkregen :resultaat door . 
i"'11'~· d 1-...a+ .(\• __ .. :'··,: __ .,-g·"'~""l"'r~ven als een .som.'. ._~ ..;van_ een °_,.:4 '7dig ;. .· , .• , ti an v i.t\.,t -1 mer.t .. ·:'"· . . .-.;.;_..., .,. _ ._ '""' ... \t 
aantai te!'man., Enkele Va.'1 '"die 't~~n krijgt men!- door in Ii/ f:J·~--1,'~,- t-a 
,rer.vangen door zodat deze termen da geda{i!lte 
i' .... 
-------•-~-• •--ft--~--CI 1 • ..,,._., .¥ ~----
. 
1 )Een k.r·ornme hset l'EH::titic&er'baar, als elk cp K geleg.en puntenpaar de 
'1::igens~hap heeft-, rlat dg 'tus.sa-n die t·we~ punten gelegen boog een eindige 
leng-te bs ~it~ ,,,.•,.· ·t-~ . ·• ~:." •:~t,., 
2)Dat .,,; e;,;p ~ di.fferent1S$!'baar- 1st hetek!Snt~ dat -,,~ .. ~,·--.;t-f;' .,,,., .. ,,,,. ·' 
vocr elk pun.-t ~. op K tot een eind.lge l'im.ie-t- naderti als het n1et met 
,z sa.tner.Hrallend~ punt ~-' · . langs K tot z nadert,. 
· C ·. · X 
::'J/Jt 
..... ~~ ~ '.,,Jy .. ~ 
n 
en is ~h:t"t. p:.'"'f"~.u~t l,, ,. .. ,, . . a:ty::11pt,,tis.:t.i e,.ndi.g ~ dart jir.1j (sf;:fi r\i,a htit•~· 
zelfd~ !"'d-S-:llt.a~t:. Hi,si\!:?fid .. ,,ts b.;wt~,.en: 
Zij ~ eun ih hat ~oavl~xe.1.-vlak'gelegen reetificeerbare kromme, waar~ 
van het beginpunt a e~ het eindpunt bin bet eindige liggen en ~ot de · 
ki.•omme hehoten~ S~'i #f ;, eil :r -~-- ., , zijn op K ,Jegeven &u langs die. k.l'Onllil.f:t 
"""neind·I c• rJ1·-,·1 ., ·, ...... ~ f-t'•-;r•···n-c•<t ,,,.,;.'r1ok .. 1!>111, ,-r.,,.t . '·' .. ,, )' . .,,_ ,,., o·a ·.,,,,,;:_tr.-u./ g"- . 
'\J ~o _,... ~ ....... _,_.., :--a-- ... V ~ 'W.,4.~U ........ ~ .ilU1gl ~ .. ;J.:·., ·-:~Z'i :,-.,~ ~ &' .Al~~u .... C, 
wijze <int o~, K de ";ret:rekk:l:t1gen (V) 1m+fol"m :tn z. gelden an dat minstens· 
~an der integr.al.~n ¼ .,. ·· ·• i .'ii.. en : ·, ' · . .- · .. /'a.s~mptotisch einlig is; Dan :t.an 
~ •' ,,:< l ',I , • ·•• '-.,~ ~;;, 4 .. 1 ' 
de int~1&raal _ :· , •·_. · :'.c. 1 -' ·.,: >it~·. gee~reven worden 1n to ged,!anta. 
i3: 1:. tr~.i j ,..-:, ,l~ ;:;/ -~-:': 'i-::. / , w~~;in A en B de asymp~otische sommen zijn van 
de r,a k ~) ,r,,-· 
. Je -sen ii.>~ ., ,'';;--../ , .. ··· Ji., .,, '1 
(f'.t ,i,"'":11'\"l,~,I' ,'' ,, •·" ,• ~~-3 l,~·:, ,· i .,,-1 , -~ · 
. .., ,,_ ,_I ,,,.; r:~- ' .:r --~·- ' ... A- ... ,., ;:'f? P"""\,,. ,I. .3 .. ,',l,!t,· ~l $,, ~- ~ ¥- ..;), .JI • 
• ~-~~.--~ ,,. •- ; -_: •• , •• ,_ ,: ~.,I> • \~: ~~r .I • , - I'.. •• ,.,. ~ - - ~- .t (!" 
~..,. . ~~~ -0 - . .r7 ., .,. ,, .... ~.t ~ ...;{ - -~ c-"' ·~ ~ . 
-In h'1t voo:~a~g~a.na.~1 h.ebben we aangenomen'.D 'da't het e1ndpunt b van de 
kromma K_ 1n hat eindige gelegen is. We kunnen echter het geval, dat h~'t 
eindpunt bin het one1nd1ge li~ti op an~lcge man1~r behandeleni indian 
. bovend:ler:i ~egr:::,.,,~r)'? t:~:; "!:it <':'t:• Vt:>:t'!",t"lttdL:,;~er, : · 
~~. -~ ~ 
... , : ' ' ~ 
~. ,~' -~ i!;-~,i I ... . ·., 
~-g~.".\.iyr:i,l'"\.""Y'} , .fr'iy · va~t, •!:~- --~\.:•' 8'!:i. ~tl · •" · .... •· ....... ;:;".,.•, ...... ~~.. · 
1.r;.=>,-, ,.. j6 " ~ J1( ' ~ -· ·.t /:·'!,. ~ .. :/ 
..... as"·• -~:-.:--_ ..· t ; J.,' -" .; -· .... ,. 11 ' 
~ #l •. ·, ts ,\ /"(} " , ., • ,' ~ v( <"-~I .1 .. , · ... ~·4· t. ::,:,=, . ./ .,;,· 
... 'tot"'nul naderen~ als z la.ngs de kr.o• ·K naar het oneif!.d1ge vs:r·huist .. Al:.:~i: 
dus krijgen we d~ "tiOlgende stalling: 
:6ij K. eE!n j_" het '!ornple.~~ z-•lak gt,legen r.ectif':tce'~.rbar.e krnmme, w-aal/';;... 
van het beg1.n~unt ,!! tn het · eind.!.g~ ligt en tot de ltrp~ behoort en -waar .... 
van het e1ndpunt in het oneindige gelegsn is .. Stel /~ t ;'L' en :; , •~'. ·. zij:u · 
. op K gege'l?·~·n ~:n le.ngt~ d.:L•.a !:.:l·OH.J::,e ,:,11ainclig .. ,$.ak t1i:f'i'erentie£ar·tfaa:r: met · 
·l '/ · '· ; ~~ ~: ::." op ~or..M ige w_i J ze ': da t or, K de hetl"a:k°k:t. ngen ( v'i un1.f0.1s!./ 
11\ z ge..1.rl .. ~n 8?J· de 1n1;e g1'aal : .·, ; . a$y~p-cn1:i s~ ed n.dig i~.. . , ,• 
Oen lts.r.... £ ··· { ,: :.,,,/' ·r asy-.!.il)totisch·--~ntvikl::e:i.d wc.L·C:uu in d~ reeks 
De aS~'111pt'.:ttis\!he ontwikk.a1:!ng~n1, rl1P. 1.n OP. voo:rgnancte perag!'aaiL- i.::p---
. t:!"~den., h~bben ~'!t ~zuaat'i, ,1~.t .?.P. ans n1et 1.n staet $'tellen een r.imi..e:r.'!elce -
b~~ng~ns aan te reven voe!" dP- fou~, die Wf: make:n als we de ge-v·cnden . · 
reeiksen ~r.geng afbreke!'.i ... In het. vol~f:mde ga·,ra] 2ijn we ,-i:el in J!ts.a~. cm e~?l · 
mmte!":ldte b<l'.'vengr~:ns voo:r de gem.e.~kt('; fc,iut aax. 4:e gevsn, Ik ne£m a.en~ dRt.: ··· .. 
~
1a 1"..rc:iro:n.? Jf.. .1.:angs de !"e~leJ as vaJ,..f,, dP.t ~-, !'ur.ct!es p ( ) en 'i, (;i) be$t,aal'!-
b~,:,.?" ·:,.;:tJ),•9n .-L-1.t· .. .,.1Jf,:t ti ·,\; :,~, ;·, de ,,ngeit.;l-:.hederl· · ,7 
i _,/:it;/~ .. ~":J· ·~ ·"· r:·'; .~. _., ,, ,, . '.~-.,, ·./ .<{:_/ ; .. -;'., ,;_:' :tT'. ) '. 
( I.) 1·· ';t ;, ,..,, /! .. ,,.\ ·;,_~,· /u ~'":' • 
f:. :· 
• ~ • ._ ; ,~ .. ,, ' !• ~· ~., ? ;:., .f !J:I,., 
tt /''•, / v; .;·· ~), -~ .(i:' { s;,_(. ti 1\.11":>· \ !. •,,t_. ~ t- t,, ,"' •• v ~ }'' 
i ft r'' 
:.,. .. " 
gelden .. Men merk-e in de.ze opgelijkhedeneen e;;nregelmatigheid 
za.akt-door bet feit, da.t "., n:!.et -·.: ~.maar integendeel 
stald wordto . . _ 
,,, 
De in het voorga.ande bewiJ.s optredende tuneties;: 
z1jn dan ·a.lle ".~() , zoo.at elk der functiett :1, .. : · .'!:. , ·. ;: -•~ / 
groter dan of gelijk ·.a-a.n nul 1$ ~ In fo~le (:.0 vai;a, de voorpap.de. 
is dan de laats'te term f of ,:.,. r ' ~l ~-'-~lang fl,f even of' -.~~\•r 
. ', . . 
- der 
k".' i :i rt. li.1:P::1 dru:i iv IV 
voorstelt, te VArvangen door 
III 
.,_\ 
btj onbegrensd aangr6etende 
·L~lli~t ~.-_ii~·Jl 11.1 ~ it] asYFJJYtri t -~ .s ~:lt tot (111J_ 11cde1 .. ·t .. 
-~~-;:f!,<it., lk :-t,it ·,r.rt~r:t .. ~.'J~--~ ~t~.(~l"1·:~t1Pn .Cat:.# b.°r.i':::r,~:.1.:rnt ;;<~r:c~mr.;~: 
asympt.otisch tot .nul., De retlks 
-en in hat l"echtel"'lid nade:ren de eerste en de laatste term asymptotisch 
tot 1!1"1..al.. .J <: 
· kle.lne1· dan of gelijk .aan 
l 
al naar gele.ng h -ave:n o::"' o.neve'!l is 9 
Zij!'l de ru.neties en voor oneind16 dikWijls dlf-
fB:..:·-2.ntiee-rbo.a1·, 6$ld~r. das~bij de cug1:.~l.\jl{h:2),is•:1 .T. .:;11 l'JajAi'"e:·J. b.'.'17~!.!.dien 
de ver-hoti<l logsn 
asymptotisch eindlg ie-'.l z~,ke::0 ·-g,1:nv:.~16.jj omdat w~gens 
tegraal gel-1.jk is at} ... n 
Ee11 
,,.1aa:s:·in 1,,,)( ~ c, 
D:e som eH opk 
De fu.nctie 
en dat 
f-·,f 
~I 
van een altsrnerende 
-€lo., 
het prod·u(;:t van twee 
►.,:;,,. ~. 
"i:. 
~-
~ - ....... _,....,.,. 
b .. zi:1;'.·t _ .. f."'V~ en ~('>·~ 
N ··• # (, -_,, . t.)"' "''1 
ltflterl 0.B h.ierbovsn 
de inLeg:raal 
) 
als ~om van twee al te.rnerende f'u.neties i:t ternerend is,,. 
4 ltt) ._ .. , -:;}(~. ~.~:-_r_1~~~7:(:7_::~~;~~::; . 
als praduc t v'a!J. ,1r:1~, ~l :t:? r:;!;• :rr_q.ndr :f u.,.'"lI"':f 'lfi, f'"~-t' N-.~a.f .t1 t;grf!~rf<tld ~ Vot"t:r 
de berek.ening van di r·:)~ff.:t!iintE>n in Je g?.z.1.:s,.bt"' as~rm.ptotlti,;Chiti ant• 
wikkeling krijgen .-.'("' bet !tnlgende schema 
":! 1 ~->-~... .~ ... 
, ...... _.., 
1 ~ ~ (lo, l. -q 
'" 
-
1 1.1. ?! 
~1~1 
- 34,-6 13. ,, 
19 619 19.,1 
- -12. 2ae 103,a 
615 .,,+'1 
-144 J<+s, 
m .f.1,11 
t'ti 34s-, 
I 
43,,-, 
-17'28 
4~?19 
.112, 
In de eerste rij staan de co'ef'f'ieienten van 1, =x, x' .~ 1e.3~ ... .., ... 
van de ontwikkelin,g val\ de naar ofklimmende machten vin ;ac - ·.. . 
. o,n, twik ke.lrkl. f\l"e..t,~ -,,,;/;:. (ae....>, · · .. 
-~ _, ·· •· :.. . · · ... · :· in de twe,.,.cf e ri"j d1.e der functie -J ('Jc.) , enz. 
Ult de geencadreerde·. g~tallen leest men - (A)J0 UJ) - cJ a,. J /C) 
en~ •. a£, zodat we krijgrn ) 1 J 
+ _,_ .... 
1-.;en krijgt een te gr!~ot of' een tf' klein antwoord al. naar gela.ng men . 
de reeks achter een onevrn of ev<'n aantal. termen af"breekt. 
I 
.1 
2. 1 f1 
Dat $taat in verbend met de irregulariteit, die 1n VIII (e ij de 
definitie vanf~:J.-· 1 /4A ,,., )optreedt; de exponent e Jr.;_ de :fol"1JJltl•: 
optreedt, heef't n.l .. de o:nregelmatige gedaante -..a-,.. 1 + z' /?"I~,)~ 
Gelden · de bstrskki.ngan Ii dan is [ .J- "'. * h 1 : ] ; o r1.-,.~-.:- 2' '? t.:2. 
dus ook . q Ji (~) ~ & , 1,1aarui jkt, dat in XI de slotterm hetzeltde ,., 
teken heef't als f'-e Er is slaehts een geval, vaarill die slot ... 
term 1e vurd ·- e.zit, n,.l .. a.ls qA /"):..) ide:ntiek m.tl is en 1!'1 dat ge-
. 1. e volgende tune ties , /"' I?<; _ ...... _ - ook 1dentieit nul, 
rmede a.lle s be .., A +-1 / 
<v_oorbteJ-4, .. Voor ·w ),0 is I I j ! 
..!. ~> -1, ., e,o ,_J. ~ ';\.. I ~ ·::i • f- __ -_ - - - ~ . 11 
e .t. . J w ..e ~ . &tsx I"'\-} ·1..-:;•~- - (..,,.) .i. w . :l. -
waarbij de partieelsommen a~tarnerend een ~e gro~, rasp. te klein ant• 
woord geven .. 
Gordon ( -~1 t ) beef"t voor positieve W bewegen i. 
1 I~ 
, ' , t ~ 1 "'° .!. ·» ~ ,, - -;-
..€ - i .__ ':: -e ·- ~ .,.  ~ #~ -e .,.._ 
WL~~ - ~ w 
W. 
vslke ongeliJkheid door Birnbaum (42 9 ) vervangen is door 
t Iv· .. :£: -· . ) - ! 4J t < J C>o ..!. '! 2.~/ _ -
- , ltJ +4 .. _ w .e. _,e - ...l l., ~ ' 
cJ 
t,: I . 2, 2 ~tDQd§ dsmt . ...2ntnkk~lU1g .iD rnJWbtreel«HUJ,. 
waarin 
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f' e@n 
' g-:evonde:u wordt voor de die ~1tn ma.a.kt, ale J:nen de o:ntwik-
€I'g&:na, i'lf'l..:>reek.t 
Liu;en dee 
het eindigeg, datl 
elk ieheeil geta.l 
a en b van :ie-interval bei-ie 
men door middel Val& pa:rt1&le intll!gre:tie voot 
fs(x} $if{x)dx • ... 1 
.. .,, 
IQ_, 
lh.erin 11 de f1.n~ot 
pend,s 'betrsk:k: 
go(x) .1111 
] 
I 
\ ( h 
( x) 
Zoalr1 we §2, 11 CJ,;g~ml';l)rk1; he'bbe:n~ volgt ui t bet fei t, dat x) 
en -frl(:J:) altar:niiil"'end zijll t;:U ~ bovenditm. f'(x) negatief 1st 
alle fu.noti.ee x) 0 n. Hieruit -volgt 
Wt, JKU.IJ-lJ.@:ri 
relel is. Dani~ 
(a}, 
f1;,,, 
e:.rin x) .,·. 0 ~D 
idelwaardeetel!i.ng 
, J Rh c gh(a) 
\11~, .. J 
du.3, i~0oluut ,_:;enomoo,. 
(x) f~ x) 
W~ ki~u:u1en bovendien nog op~erken~ dat 
~.i argRt..- a) -t(h+1) ,~!l 
.U ·""r"' r l..'~ 
w&.nt -¾ •-if(a) 1.11 -1 la).) gb(x) ff- (x} •if{x)dx 
ill,. 
b•~tt e~ Nhl etut, :la't gel.1Jk ie UD 
'·'•';''? ,,,, 
X t+? 
e;n di t ia wear __ volgeoa dei :J1iddelwsar<1,est$llin3 gel:1Jk 8tUl _ - , • . · 
gh { a) jt<}t, (x) sin {._f( x) ... f(s)) <ix • gh (e.) f 1-cos(!<-,)-f( a,> J J l ~!> 
. . (;JI, . . 
Een ar.i.a.loge redeneri:ns k&n wol"d.en toegepast, als bet rechter eindpun:t 
van h~t in-te?"Yal j in het oneindige ligt. We krijgen dan1 
Zijn .... ftt(x) en g(x) voo:r Xl;& alternere:nd, ia t• {x) negatie:f voor 
. x ~a en :aaderen (h) · . · I., ) . 
. ft>~ (h vasts=- 2) ,m f';;:-f ., (h ·v~t S:o) 
bij onbegrensd aangroeienO.e Jt tot nt.1l, den kan de hierboven aangegeven 
metbode van parti!le 1.ntegMtie op de intagrsal · · 
r:(x' eif(xldx 
. t I J 
·zc• deze 'beetaat, w~rd.en toegepasii., Breekt men de aldu.e gevonden reeke-
on:t;wikkelinga ergens af, de.n is de gemaakt-e fout, a.baoluut genomen, 
hoogstens 2x zo groot als de eerst__vena.~.rloomde term.- Eet argwne:ut 
· van d.ie tout wi~kt da.u hoogstens. 1f at van bet argument van de eeret 
· verwas.rlooede term.. . 
De becij:feringen, gegeven bij bet voo:rbeeld in § I,2,11 leveren voor 
-de 1ntegr&al • %":- . 
· ~ - t. w,.. V 1..- ~ _, · 
,.. t ~t 
,r;::-6 j -- ""'""""" 't/ 0 zm..NUOl.s:.;el&Mt,. 
() V(%t1){~t--ilz -~l) 
direot de aspnptotiaohe ontwikkeli:ng 
~. ~ 'lll 1., ~,as. 
'::: -- . ..ti.-; -· ~- + "'Jl!f + - Q,., 
' - W"" i4J ih Ui d 
Breekt.men ergena.af, dan ~e de game.akte !"out; absoluut gmomen, hoog= 
s.tens hG:t dubbele van de eerst verwaa:rlooede tem( absolu.ut. genomen} . 
e:n het argwnent der gemaakte tout wijkt hooge.t.ens ·V: af ven;ua~ .va.1l de·• 
eeret ve"aarloosde term. l!x-eekt men b .. "l'o achter de ~•rm· - 1 tJ .a.f, 
dan heett de semaakte :f'out e~:n re&el deel, de.tt O is en e~n modulus, · 
die kleinar is d~.n. of gelij~ a.an J",l4!:L-. 
Q64.t lt) o/ 
• 
(jj)·. .· 
Volgen$ de formule 
natuuriiJk getal n 
• -, I 
, _-u, ) A-_i ( I -f 
1w/ 
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aet ••n a:flrljlti . .rig, dt, hoogstens van dezelf'de orde is als 
-'1!.,, 
W ,dus 
de liankelfuncties van de 2e 
• { I ' TT) 
-t w--A"Tt:"- -
-€ 4 v A..f v,. ) 
1-' )4-l.iw . 
( ½ :1 /<Jl +- HAL u-"i); 
0 
\ § I 2, 22 Nunw:-ieke. boveJIB:r-ens bi_.i .. bestaanbare .,,\ . 
Het is "l'an groat belang e-en m1mer.t-eke bc)"lengrens a.an t.e g;eve!'-
van de fcuten., die msn maa.kt~ a.ls mem d~ gevonden reeksontwikkelingen 
ergens afbreekto Ik zal dat in deze paragr·aaf voor de lfonkelfuncLies 
d<n~n, tn de veronde:r.stell.ing, dat de p~ramet:ier ,\. een bestaanbaar getaJ. 
~ -i voorstelta Zoals ult de voorgaande paragraar blijkt, kcmt 
het e:r- op aan de f'um~ 1~ie .f;_ X.) ? waa:ro V een bestaan'baar getal )'-i.' \ J 
vcorstei t;, te ontwikkelen naar- opklim.,ie:1de. macht.8n van :i .. Ik .zonder 
het ga{la.1 ult, dat; X, een b€staanbaar g,· tal ~ i. voor-stel t. Ik ga. be-
wi.jzen, dat dan /!- 'A.,) f bij benadertng gr,,lijk is aa.n 
' \. e.::.J / 1 ' ( f) -. ,4,, L <- 11 · t " 
, y 
h,-;() 
en dat, indien /b.> ,f is, de afwijking absoluut, hoogstens gelijk is 
aan do E>erst verwaarloosde term~ verruentgv.uldigd met~ }•·1 ; hl,·:r- i . .s'll 
als het argument CJ( van :(, abs.'.Jluut ~ ,, gekozen t•1ordt,. 
-it -~ l ..lt:n, O{/ - 1. voor 
I '·- f 
- JI -Z ·t -
-~ t 
• J,..;;., 
/of..1 = 
A 
~- !! 
- -
voor-
Ik ontleen het bewiJs aan 
4,- : ' .. 
Is . {ii > -~ J en 1? In,, ecn geneel 2zego 39g ~ p.;2C1}'il fo.r·mule getal ~· P, dun is li/4 ., ,1 3/:l , 
, !4,- _,_.J,.p j.,;.,. 'rp 7 'ip dy; 
w:arin C onafhankelijk van 
I,,,~ :2,h,-til--/ 
- .. 1 ~t,-1, ! .] r «t-J 
., 
/i, is. 
/ Jw1. . tfr l. -_ , ... ir x, fr-- ~- f---~,. .f: /dy 
. o I - X. ' ~'f . 
= 
-
--
(J 
'7t' ,. 
4, i 1 ; t l 1f• 'j . _' t 1 v~· 
-J { 1 ./A i' {,,~/ j 
0eze identiteit geldt in h~t gehel~ Z- vlak, dat op~ngesn~den is 
langs de bestaanbare as van 1, naar +· oo, o:mdat beide leden in het 
opengesneden vlak eenwa.ardige analytischc functi~s ..,-an i zijn. 
• ,A. t l · • , 
. ::adat X ~ 'f -het ~gment l C1 -XJ doorlocptj· is de noemerl 
absoluut minst~ns gelijk aan de afstand van h"t punt i. _tot di:t;_ s1 
Is , /f!t.. / ~ i . lian is· de afstand van j tot de r~chte, die de ,P~ 
o en '!(, verbindt, gelijk aan / lmci. /. Is . / d./. -;;_ f ; /%/.~ 
-d.a.n is de gerwemde afstand fie afstand YG.n 1 tot 't ,;, Is tenslo'tte 
f ~-,} f 
. j -....~,, ! 
.. 
-i....,,, 
; 
···--=·--::.:e .. { , . ·' '[.. / .: ,· •::t ':'_·; ."J \).l;: ~it'! 
'! . '! - 'i~: _.>:_ !' 
.:.. II,..~-"'' . 
(·ri. d ~" 
·z• :71 ·i-~n1 .. 
'
/v;' 
, . 
. ;:-,~ 
_;, .. -. ...... -. 
") , 
.~~= ~-.-,.Ji 
~ ~/_; (;t 
,j,!P 
~-l·'J ?-
-.~.,. . 
. i 
:, j 
:.. : 
§ , 
_.,/ 
•··•·~ , ,
1 
.; 
7T 
.,,-..,~ 
J,-~ 
,>\., 
A...J.~17_ ·'"•'? 
.. / ;; 
,.i;.~ 
-- ?' 
{ 
' 
} 
_. 
,r ;i 
L ,f 
o) \</') ,.,:,. :' '= :--: 
/ 
l 
( 
( 
J •• :; .:..: .,-.- (" 
\_,,r;., 
~ . ...,.,~~ 
·,, , 
-s--, 
!..,.,.,..,:-
i _! 
·; ... /~ n~·; 
' f ~ 
·-( ~ 
-. ,-;,,. 
r?,A. 01-:; 
-1-<-""" 
;:;Ar.,-,,;1,·:,....., 
_;£-~ 
--{ :.!.,:. 
.J 
i' 
·' J 
~~J 
' ?f;J 
/ • t. l,_:_y} tr . :·:~•. .-( _1.:, ,J_~·- , .. _r- 0 •J ::··• 
- ~i-t!f]"<(. 7.,..o·.;,~ hf.~. ·t ~(Jt{'t.-1: r~::~1 -t.tan. 
~ p )~-- r: x: :'( ~nP if'.~~- r: ~,, 
t·:en~d.~:r·.:tr~.g, ~1 • _,~·11·· 75.t1 
;;3(} 0r1pe1~vJa.1:t:¥~:tg btS(:~)11- 4:i,1: .lijkt r~1-et rn.!~Sf!~~i.,er: 
.JN<v~ f;it..~ 'i-1"",i- :.~~1•:. "!''"!\Sf" J..J. "9'fil'-:.l''"t'-:¾J;.,,(~ft"-i~~';'-:.i-if; .. :."'l: ~"'.'.-•• :n.t.o .. :r_· 
... ":. ... u~ ... ..... .;.,-:,,t.:,t:J·.... "'{"t_.,..,.,.t .,,4 tr-i. ,y.._,,. ..... ).;._ ... 11. ....... r.¾-.. .,,.,J,. .• ,.,. - ~--"' l -~..,• ..tt• 
' ~ -
n,~::~·~ir ()_rikJ .. ·t:rnne1ltl_r1 trH.iC:J1t\~!'i' '.f\~1~1 ~t: -. .; ,J~t 't:~et t:~·1\('ltlt r, 
'Hi~.rtg1; tlt1or -~i::::: .s.:rt?. \1 ,:-:;.·.t1 +'?~~~}.~· '\tr-~~i~,L r~2-:J f:~"? t::;t:.:r). r:.:~r~'.:tf'rtr._ 
; / 
. ! _., .-· ~~. :·· 
~ i 
• -',j 
,, f..,i'/·" .f 
/ 
c..'7 ;,>!)f ~~ ..,l~~' 
er~aal.. 
I...; :: 
"•.:i 
.. Pii .t 
f ,f 
. ' f ., 
\. 
cr.1 
Ber • 6 
~/ .· 
.. ··\1,• 1 
2,23 A, • 
,,.,, van de oorsprong een kleine moctu..Lus bez:1.i;" 'l'och is deze math.ode onhan ... 
digil omdat" de integrand in de bu.urt van ,1e oorsprong, wegens de factor 
. l ~--+ l,1\- -1.. . . 
!t buitengewcon klein is 7 zodat de omge'V'ing v.an de oors:::;.rong . 
tot de integr~al .lt een zee:r kl•~dne bi.Jd?""agi:.:• oplevert, in tr•gcnstell1~g ·. 
tot het p~t - welks omgevlng j-:1,1 st ee;n ze[=:r b,hoorlijke eontributie . 
geeft. -111,J moeten da,n oclc voor · l 1 - f .3 $• e_)-A ee:n benadering zoeken, 
die niet in de buurt van de oorsprong, maar Juist- in de omgevtng van i 
zeer seherp 1st d .W&$. wiJ moeten niet n1.i.a.r til maar naar / ... t ontwik= · . 
· kelen. Laten we daarom J-t-=-u.;stellen" 2:'!e integ?taal A gs.at dan over 
in . , {' ]I 6! j ·:i \ . • 1 . ., · · . \ · . A -t ;.. !./ - J:/ f -I\ If - 44) ?t, f _.,A -J. . , -,./( ~ -.- • nm• -;1 ,u ( • ~ · · ( t-.t' rk 
· -. { s ~ B) . .I . .. · · 1/ .J 
•t Tl () 
.e ' . 9- --r) ~ 
't ~ 
waariri 
·1-.~e 
is•: Dus I'"" ~ B-! en 
Volgens de stelling van de voorgaande pa:::-agraar 
nadering gelijl< aan ~I f l-1-A-i )ti,. . 
t'o.t .I.,/,_ 
en de afw1jk1ng is absoluut hoogst~ns gelijk a.an det·flerst ~.e;waa~lo~~a.e· 
terro 7 verm.enigTU.ldigd met .. l1. , waarin X bet kleinste der gt'tallen 
7-ef;;9 ) en l,,&r+{:J voorst-elt~ Dus A is approximatief" }elijk a.an 
<1) . §-i, )) ~:1 { It+ A-tj e t{4-i) (0_-!) _['l 1.-/2::_1!) 
1 { 'H.-+ a. 1 f::0 · I.. ., 71, ii:., ~t;c5t F'/l.,. .,.,,-rA +!} 
, en de afwijking isi absoluut gencms.n, abso uut ... 'Jloogster1s gelijk aan de 
eerst. ve-rwaarlocsde term, vermenigvu.ldigd met .. MJhi0rbij ~s .M ~ .t- 8, 
dus zeker ~ X.) • Hiermede he bben we voor fJ ""- Q ..cT~n O ~ k ;j e_e;n asymp-
totische re~ksontwi''keling voor de ultrasf P.rische veel term P.,j/.1 ( &lri 9) 1 
gevonden, en ·wel P-en met numerieke bovengrens voor de gf'maakte fout 51 • 
ala men ergens af'breekt .. Jie V!!elterm is namelijk b'.j bPnade:ring 
1· · (t-!.. ·1t+)~:lj . 
- { J,:,., ,r;;.) I'/-....,. d) 2, .£ 4 4 it . . 
1T 4-o {t Im e) A,-, ' 1r 1 
· _: t I,, .A+ ~ ,t,n / ?1; 0 rl I,,+ A)(fJ-f)f 
I..M ·i -f 'H, + A -; ~' j 
en de ~rw~jkir~g 1Jrs _ab~oluu. }J . '(I' f A-1 I r 1:~ -A+ 1) M . :: 
_:'.:, ..;... ( ""'1, 1rlf . { 11, + J,t1. - • . ./Y---"' ,._.,). -- . r- ).✓ -c• .J L.· .: 
... _ 7T 1 • .,. (1., ,I!.- f)/_r . ,.,, l h; ~..; . 1-JJ · ·.. _,_:_ .. 
' I r,t,yz,. .I . I . . ,A {A} . ) 
.-let speciale geval Ii= J; ( v~~rbj_ j de 1.11 t·r.asfElrische VE'!el term r~ ·.r~sf\ 
.ovorgu1.t in de vealterm. ?41,- •{t-H81van Lagendl"e1, is g11.rvondt:n door .7 · 
Stieltjes {~890 9 ; 18902)i h:et al[emene g~val door Szeg6 (1933,;; 
.H.symptotis~l-ie Ent°'dicklung der Jacobischen Polyu.ome) p ~57-60) e 
Twee opeenvolgende terme)l in {1) .hebben eln verhoud+ng, waa:rva.n de mo-
·.._ dulus bij 1onbegr:ansd ~angroeiende :lndex .··i,. tot ~S nader:t .. ls . , 
,'-~ e < I dan is. {I} het begil'lstu); van een -l!Onv~gente ·reeks, ~oda_t. 
· · P,.-lA){1,J dan de som· ·v. an de· c_ onve.rgente reeks . b . ) :J.j . ;· IJ . 1 J_ . ~ tilJ: ). .. . i 1· . . JV r I , ))! ~ r /If,+,.,""-·; . r ~TA·<'r f . l 1-i>" .:: ~- /i,;n,, 7r 11 ..... ; t n, "f 1, f•. L.P --- .. .. ~, . ;/ 
'tl\. ' ""ff" ,,_ • " ' I I'. .t1}1'J.'J.·~~ & 
c ; ~ , ~ ::{; ,.f, e...~-'6-,,. Fl . 
- 3 
§ 3 Metbode van Dar.qpux. oo 0 
Z1j f ( >t..):::: U ~ 0-,( uJ) ';t 
· _een ru.netiet die bir..nan de eenhe!dscirkel analytisch is en op de 
eenheidscil"kel hoogstene een e1ndig aantal singuliere_puntcn beait. 
On het asymptotisch kru.·akter van de coettioienten ~l"-')rast te leggen, . 
zcek ik bij elk op ds. esnhs1dSe1rkel galegen singulier punt&en biJ elk' 
geheel get~ ltl Cf een ·~vanw onaf'hankelijke) .runctie ; 48 I~) van 't.,, :> · 
die overal op en binnen de ee~eidscirke1.)behalve in het punt sJeenwaar~ 
dig en ana.lyti.sch ist -4odanig fdat fi"i,)... '.f.. J.....JJ {1X.-) voor elle pun-
ten -~= ~' 'f op dt eenbeidscirkel in de omgeving van s een millstena 
.--iv ,.ma.al continu diff'er$ntiee~bare tunct!e van f Toorstel t. · 
Wordt dan I A.l. {'IJ naar c:ipklimmende mac:hten van t.ontwi~ld, 
t, {11..)=~ ti,· (w)~~ 
h, -I w = c) 4~ 
dan ~s-
waarbij de som uitgestre\t vordt over de op de ee:nb.61dsc1rkel gelegen 
singuliere punten s. van fl l'X..) ~ 
Het t:ew1J$ is ·eenvoud1g. DE! tunctie 
I f(~J- 1 +- L.e {'X-) . · 
kan birmen de 
worden 
eenheidsoirkel naar opklimm.ende macht van 'Z ontwikkeld 
~ /) '4.1 
"'~ ,(j J!..'4~ > 
.,,BJ,, {w)::: a,{w)- ra.t...J (w).; 
' i, 4 ' : 
· In de op de ee.nheidsci:i-kel gelege:n pun ten rt..,:~ , die met geen en- i 
. kel aingu11er punt s "Vt....,f{2}samenvallen, is I een analyt1sche functie van . ·j' 
, ~ dus een onein.1igldit'terentieerbare tunctie 9.;,.,f<J) van 'I~· z:_ p {'I.. 
'l~. In een op de eenheidscirkel gelegen singd1le:t- -& va-,J.f'/2)1$.,.:J:.-l.o T'J,,,,1 
1 
waar1n· 
een oneind;g dikwijls dit.terentieerbare tunetia van ·'f, terwijl 
.. • f /11)- f- A, -f o (?..} minstens f. maal eontinu . .dif'terent1eerbaar is. Dus 
,;_ l'f) ·ts :minstens .~ maal continu .. dif'f'erentieerba&l' naar 'f en · 
er/.. , rr . . 
1 Tf' -· t. w <p · I I r .1 l A J · _ c. w r.p 
R, /w)- .1.1· ·a, t<P) .e cl.At~ -· ~ J 'll ('f) .e. oty;. 
'Ji,· • - 1..rr (}'11 Jr ttw) <f" 
b o 
{/J, 
Omdat de v~ w ona.f'hankelij~ funotie ;l J.. r P) begrensd is, is 
J /W)< < /tu/- I,,, waarmede het bewijs geleverd is. 
~ ' . 
I _j '? 1 Y~.!l.t~r•n v~"l. !i§Bmi:t1!,, 
De Ve{!!lt~rmen "fw (r~_r} ( w.£.t,r) worden gegt;ven door de in d& om ... 
gevint van da ~ol"spr,:,,ng geldige ontwi.\(.keling 
f I /1..)::: { I - ~ '1A,,.. "A. + ~ 4) -{. = -r ·-p { /1,,tJ") l";t.; CA) :) 
T1 w=o w 
waarb1J /!-0).::1. verondersteld wordt_, dus l;; {-,,J) =- :I. 
Gevraagd wordt voor grote ,;> en gegeven ~en asymptotisehe ont--: 
\f"ikkeling voor ~/-v.1") at te le1den. · Ik ~ daarbij eer.st b.et geYal 
- I+ E §. '\.t./" 1 f- d beha.ndelen~ waarin o een vast posi tief getal vcorc 
stelt; daarbij 11ag t,rzalf' wal van·~) ath.angen. Stel "1.,c.r'.: e,q.J c,1.,. , waar-
in o·< Q,(. c.. Jr, · -
De funct1eftix.J ½s binnen de eanheidscirkel eenwaardig en analytisch en 
~zit op de eenbeidscirkel twee a~gul1ere· punten I=.~'"' en J = .e-c.~ 
Spreekt men sf v-;;;::.:.,,f-: l .e i" <f vl-,,,/r.t, ,1.n"'tY":.,, _?..::. ..e_ (. ~ .:> 
waarbij de wortelvorm voor- 'l::.11 de waarde 1 aanneemt, dan is 
.v;::: ..,--- = - ,· ~ - i'" v' ., .. :... i ~- > . -
omat het p?-odtt~t ftiJ volgens af'spraak voor- I'(. -=-~ de waarde 1,. be zit. 
. I.n de omgeving van het punt s is f /11.,) geli_jk aan ~ -.!. 
l -} --i, - J,ri . 00 ~ ) / ~ -<f) . ,., 
.f-{-i.J=,;!::-- /'1,.,.,t). (J-..f) == ~- - z { :..,'-. - ...... 
f/'l,-,4 . ).,~ r:;. .,,., ,c (.} / ,_ .I) 
De functie 
tA-<J ( ~) -r-i' /--z_.f) .... -L ?"Ir / ----~.y\,11~--
/ .I- J) 
is op en binnen de aenheidscirkel, het ptlllt s zelf Uitgezonderd 9 eenwaar• 
. dig en analytisch mt de eigensohap dat f { r:J...) - P J,,. ~ I 'X.) 
in op de eenh,,eidscirkel in de omgeving vans gelegen punt-en 
een minst~ns-K,~al ~ontinu-dirferentieerbare tunctie van tp is. 
· • BiJ ont'wikkeling naar opklimmende ma.ch.ten van 7\,; krijgt men 
. ~, {'iv)::- z1 f.i.1 (w) X.. w~ 
n-1 w-a 1-i-~ • · 
- - . I .1 \ i-1 I IJll,/T't w ,r, 
waarln A, ~.i.)f..,,, ... .i)r/ )-i_,-~ -?rr1.+ IYl.,_t,J_)..la l .. 
0,1,., l"")::: l (:: t t,) 2. l 2, .J.,:..,,:t .f. . . 
. . -
Hierin mag men I door - t vervangen; daarbiJ gaat dan s ove.:r 1n #. 
Bet resultaat is dus: voor - 1-"- o ~ CAxi o/. ~ I- 61 
waarin t vast 11, is, is 
. -l-~ . . 
· ,w ~ (·~i){1,)\i){:2,-1~-~J ~~-J lff 5"-lH.)-( ht _w-t)w J -
. 1w{~d),vl-tJ ~ L ~ uJ 'Y . l Y 
, ~:O . . . 
// 
C IX 41"J I 
. " Ji 1 
; ~ "41 
lo(tft~~ ll., lnt•!P"4•n .. 
§llj;•L, »e m*tbo4ia 4t1r ~94.itlpw.l1iGc. 
f 11 J 1 g 1 ~ lnt•sr-·~~ I1a1;t bff'taen\lue i.Dt•atieYaiabol•" 
["" st~) $t{x) 4: 
J . 
a.. 
cmw ~r &ls~••_ lPO~•~ ~ •~•tQt 1eche ~4•, die on-
du\lbelli1md,g 'b•p~t JQNt t.o@~ 4• ~l•, 41• ,_ funotiee t(x) 
~n 1hd -t hun dgiii~f~'1tJa in •e ~pu.14 pd $" ~~••m.o D1t ~ 
!Htf.i'ti 4- 'fl ell b ~~l 1§ ~~ p~nt,:. · . 
wist 1k •@nit b@t ,~'fe.l r;J@b~elo,, {!gt, ki "••lti~•---· putt Mt 
hri :Jim.ii a· @•i1Pll'Va:l t ,:l . · 
Bt$l t{z) itn a(1t) -.1~~ ·bl a•t ut.en~ J '!i 1: ;!:lt . oft•iniis !ilik-
villff& tU.f~•1<i,ntt~:rb~ WMrbiJ t• ( f) .:; ~ p d@ ,1,-u©Mp 
,1;~ -~--:- 4. "s ~-~g ., :S. !}--· i.{ < i TUt >-o> 
I 
b~~it" lk !lO~• ~, "~ ft;..,..$) i I' 1 ( 101\;,j ) • ~ _ 11 
• · i ,· a ...... \...t. • 
~1 l W ,\ ~nbep•~~~ $.e~Oit ~ ~ 4.lf.t t, t.--- ~//-' CtJ 
f"~ti~ -,q ~; i~I' ,~~ ~l.~-tt& v~ronderetel tk no, 
~O>!" ~lb feh&l. ~ "1U1Ht . Ji ~ l 
"Wvo~=- t,1.k&!! s~h~l ~ ""IMto .n ~ o,., 
@~:A ~.t@,-qtcrti~M~ ·wae.Nti;; di~ ~bb*l~~:.,g b~~tl ~6 too!" te ~- ·· 
d~tl 'W~}J!~ d~ fu~tt•~ :t'f ~) on s(::) 11et n:wa &fgoleii~t b bet p:m'I 
~~,.$!$.,. JS!qi N~'ll~iti.@lohe wa~t- 1a te ~·~,ap'toti•oh• ._ 'f'an 4• . 
~-~- . 
<t) .. ~1 •;;Ca..1>nljl.l »-~ ._. 
.. '1--0 
1t'&a:rbtJ 4tl odtf1oim.~ ~ b~l 1m~•n 4003:' 4• YOOJ°tb:t-~e 
~t:to . . · 
(VI) 
D•t 4• heU T ~Q·uo)l ~-"• b11~k' llit 4• foiw&le (.:m) ._<<»• f:rJ ~ , nor· •it ... -.·..-~1-aet.i •~9~ . 
:i,1e Q .-c>-4M•11~k p b~~--o Ill: --1 ••·t•t• ... ~~' Yoltt 
! Jl(x) • t(x)-t<!> - ½ <•· 't> a P(f > · · · · 
petelcl, ·"'8D 1e :t 
·/ ']. ,Ca) • (X-~)- ~•(!) + i. ft ... )I fffi• (W) 4w <<{.t~l)~"+(4-J'jip-.S(Ajl 
- . :t· . . . <( 1. 
·-.ua 11 •· III. 
l'•rl.r ia. "'Jc. f. -,,., ) ' ·. (--8- --.::);"l. 1-.3_ w-~ <<.. or ... -1, JI' (a) • J ( ?- -10-) ,~ «'kT ~< > ,- ,~- ._, 
3 le Ii ( · 3 . 3 ~ .... 2, PC•>• Jf~1 ('k:r)c{,w-<<. ~-J)p_w- <<P~ 
. . f 
eJl TOOi' ellt .... 1 .. tal la ~ 3 
,(b) (a) • t(ll) (z) << .,...'!.,.~•b 1 
,,. :,1 •• __ (a)~ b. -!l . 
''~ w . ' 

III REEl5§1lt e 
fl III, 1 Elemen;ni,r§ m:f,t:UNSc 
§ 1,1 P..fle1ding van een identiteit met binom!aal-coi£t1eienten I 1 
Voor de vael term A { NV. H ,,,.,,., 
. ~) = z= (l,.-»w . Ni 
~::O 
geldt de iden,titeit ·4 ) 
/"'L.-+:·'i) . NV lf.,_"W\, ... 
h\.t . L _,,.,.} . ~ ·- ~ 
r o.. -· . "Iv· =-2.. 
,wi:;; i') _..,,,..,,. l t- ) -,.tt~O I I:: ) 
.i """"' . L'""'° 
waa.rin ""t;; en Q villekeurig z1Jn, onder dien verstande, 
van de getalien 0 9 1t••ctn-1 samenvalt. 
Het bewijs loopt als volgti De som · 
. z (";') <"•t~') 
Jt~ 0 t[) 
is voo~ t = ,/e. _ '5 ( .Jc ::: o, I .J ,,. • ,, ~ _ , ) 
CE (- ,)~ { ~) co{A.).; 
. ,~, 
A t~J 
-----) 
"fYl! 
dat t niet met 
gelijk aan 
l,_11<0 i"" T 
waarin t•d1.J een ~eelterm in h 1.s van de graad k, dus van een ~a.ad,(, a(>_ 
Deze som is dus nul. De be.schouwde som, vermenipuldigd met (!..) levert 
derhal ve een vsel t£irm in t van de m e graad nmt begincoetfieient :i..: '1,Yt,, i . 
en met n,ulpunten- f 1 1 ~ p; . . > ~ +- 1- - p. Deze •esl~erm is dus gelijk: 
aan l -t-.. f) , waarui t volgt { f i A - ) 
""""' (t"+-f} ..,..,._, /4, 
~- = L. t~) . (tJ A~a /... {;_) • 
Het linker 11d van de ta bevij~en formule is dus 
. A-v { p+i._-') hi, 
Z:- .. _ .. · · -~-- · L o~ 
J,~u (tJ ~$ A, 1"V 
was.rutt de bews1•ing volgt,. 
i 1 ~2 !JJ.i;ra-ste;ct;,~ xs1elisu·m~u1.. () ) · · · .· , 
De u1 tr-asJ:erische veel term$1".l r.,.._ { w) WOl"d-en gedetini-eerd door 
de voortbrengende r~ctie c,o t ">'v 1:) ,~, 1 ) (S. zego 39 w ,p.82J 
l , .. 2,-v--l + t L.)-" -:::: T I { ~ , formule 4,.7.,23; 
?I ~ -t:.' ..,,.. 
Het speeiale geval A~ .!. levert de veeltermen ~ I w) van tegendre<t 
,,. i ..l., • I V ~ ' ., Ik stel ~ = J.. {"1,,.,,.. i) en :z .:: -1,.,()"' +- . .-iu .. ~ ..> 
ik bren.g in h/1; w-vlak een coupure a~ l~gs het a,fgeslot~n segment 
(-=-1j1) an 0.: st~l \[";w-1:~~· posit1et voor w)L, Uit l~/=1. mu vol 
. /lAT' -4- '\{;;-"2-;.. '1. _ ;,,_io.. ( be staanbaar) , dus . · , . · ; <. rx. _ f.. 0 
- - . :i,,w "$ C t\.0"" + v-;;,"t_~ > -f-, ( 1.,..,. - t1 -w 1.._ 1..J = .t ,I..·. e ; 
soda t AP"' = -1:.A-ef' (X op de coupUl"e l igt o • · 
In het opengesnede:n w-vl.ak is dus /~//: 1- 1 zodat·4e ongel1jkheid/~,t 
.die voor w > 1 geldt, 1n hat gehala opengesneden v-vlak geldig iso · 
-
-
")'l-\ 'II'.' 0 
,o . i~-~ 
dus voor 1)1; • . I,\> , • i,,y ( ~ +- 'h"\. _ 1} { ).. .,. .. 11 - m - '} "I., 
(1) -P (""vr}-: 2 ~ /'rt.-')V1.. • 
')It- ' "')'r1 .:' 0 
') . "" 1) t>. } ) ' 
Indien I(_ sen geheel getal -:: t1 is 9 is 1,.,.... (rt.,,.,l- blijl:ens de detinltia 
een veelterm ill w hoogstens van de graad - A , die voe:r ,1tt,)-lA.identiek 
nul ie" 01 t eenvo·1.1dige geval be~tt niet v~rdal" onderzocht te worden, 
zodat we 1n h.et vervolg het geval. da.t /t een geheel. getaliO ,;oorstelt1 
buiten sluiten .. We kr!jgen dan r·""") -
. \) "'1111 \ ) ~ ~"""" 
-p !A /w-} - l +~- ') ~ -W L { ;\ +..:;I . 11., • ~ - ( ')"\.,, ";,i,,~<l ( j+.Y,-1) 
Dus al$ ~ l. ~ ~ A ( "1~1 == -:z:- ( ta .. .,,,,., ... I) ftt,_ 
,n.-,.;: 0 ~ 
gesteld wordiv , is vol.gens bovenstaande identiteit ? ... )'),t_.. 
( >.) \ "hi ~ ' ( ~->.) 11. ,.,,.,,. } ' 
f ttW">-='"~vs.-')1-J..- r · ')IA. --- _A {1 ... ')_ 
{II) .,. ( .,.,_ 1-'<oe o { ,\~- :t.) 7n ! 
I~ vervang 0nu n door W, zodat (,,.;. de riJ der _gehele getalle.n 10 doorloopt 
Is_. /'1-/ '!:, ~., wa.arin k een vast getal. voo.rstelt, dan geldt :unitorm in ~i · 
Al~) r-.J f {At-~-,) ·~ ~ -=- ( 1 - .1-1..J-A 
- J -1'YI,/ 
A{,,,,-.){. ) (~+w.-l)/1 -~) 
. . -1. N -1Y'\.. /"- -
en 
zodat dan de betrekking 
(III) 
f.,.) 1)(~j. ' 
'1 1 · 1-v) rv 
w 
uniform in z geldt. (Szeg5 .39Q ~ p .. 190) 
Men beef"t \ },, ~, .+- \[ w- '-- ·...i 
.. - A - " , . ~:: l t- -r.: .. ) ~ ;i 6 .J waarin ....,·_t_ r:-.. "'i-... -.-.--
1 . v~-~ 
.. h1erbiJ is 6 voor 1.,r) I posit1af., Door· dE1Ze af'spraak is c-l in bet gehe-
le opengesneden",r-vlak ondubbelzinnig va.stgelegd 9 want doorloopt n..✓ .aen 
gesloten lus om de aoupure, dan is de totale toe~ame van . rr nul; im-
. ·mars doorloopt tt;.." een cirkelomtrek met _middelpunt Oen grote stra.al., ~an 
d.oorloopt rr een klein l.us;Je in de_ buurt van het punt ¼. 
I~ 
Uit de fonmle van Stirling (II,1,1) volgt 
L \-~ ( )\. t-W-\ ) :::: t ... '-'-'➔~ vnw) w . ~ 
zodat we in het by.zonder vinden; bij bena4erine is 
n <~) 
r..., ( W} gel1jk 
. . . .,., 
-'-;_ (1\ ~) II-I 0-}. ( W T 1/w~I ") 
en wel zcY dat de verhouding onbegrensd aangroe~end w tot 1 padert. 
Dit geldt unitorm in z op elke gealoten verzamelin&t die geen ellkel 
punt van bet af'gesloten segment ( ... 1, 1) ~at. · 
§ I I, 1 , , 1 I) Fom.nuler, wan st :b.• :u.ng. 
Of!d•r eon forwl• van 8tirlil]8 ~&l ik ied•r• formule veretu.n, die 
on• in etut nt•lt r (a,+1) voor ~ot• t t1, te boreko~n. 
Indie:r1 ,. -~ .. ~,S ~ arg 5 !5, !!. ,6 (· J vast> O} 1a. dtm ie 
t,.... ,, . t ,,.CV . 
f,,'(a+1) =J'u0 .-u du-=: ae+i · ( x3 ,,-ax tht (u=ex) 
,JI . 
o s+"i o_0 ''1 
= a e u ; 
00 
:J i::: J e.f(x) dx fltD f 0)t) g -3(x-1-log X) -
l ~ ho 2 (. 
: Voor f. =1 :ie t ~ ( ~; iiz o en t.- ( :(' ) = -e rs -P :- w ; 
,,_,; ..,.. . .,-·, 
ala pn "l/; . etn <:,J: .~r~- gestctld wordt. \Jordt £= 1 . :.2-2tw\ - 2 •n 
b= 1-t2-2~j °"2 e;•etel4, dan is ·d• bijdret-;e tot de int•sr••l J. van elk 
der int•rvalle11,lo,a)en ~, oo} u,-mptoti.uah nul, want het b•etaanbar• 
deel van t(x) op .het eerrrto- lnterval i~ ~ '!9of.....;! 2 r op bet tweed• inter-
'tal ;f •••n~\,AJ,2.lt: wavin 1; eun vut portitt•i' g•aobikt gekoz@n gotal ie., Um, 
' ;) . it,. 
i'lf'"'J ft.t(x) 4x · . . . 
~ J . 
, ... 
Op deze laatete int•e;raal kan d• voorgaMde et@lli13g m•t g(x) 
toegeps.st. Imms:ra in .bot bes.,hotlrie intfMal it'-
f(h) {:l) <.< e .;,:::::,p~~ voor Jed.er• v1.urte geh•l• 
s/h) (xfc< i << Jim,~ -b .. ,oor ~•<hn·• vast• geh.•l• 
·~. . 
IJ... tJ . tJ.4:.) 
.-----... ,+. , • a =g:• -I.··.,. .. _,. 
1...-- . ·-. . . 
...;;;:, . .1',, 
. 00 ' 
J a .I .r(x\1: *:fi t(x) ti: -a{x-1-log x) -
V oo:' $ =1 ie -. -zt ( }1 ° fl.,; o en r ( ( ) · ~ -a ~ -p2 ·• w6; 
al- · PZl' \/:S · •n . '4~ ~· gestela WC.:s;t., Worat ac 1-2""'2\~._tl '""2 •n 
b~ i .f,2-2 ~ - 2 gieote~, d:an u de bi~dr-a~ . tot de integJ"ul J van ~lk 
d•r intflffall.enlo,a)en t,, .oo; ~,.mp'tot:t1cb nul, fflUXt h•t b•etaauber11 · 
lht&l .van f{x) op bet oe:r&t*' Interval iei ~ ;..,6f~I 2, op het 1 ~eedo i~t•~ · 
val . $ ..,.clwf:ti: > ~in o e~~ -?Mt posit i;t;:! g,iGCttiltt gekozen gotal le., , l>tw 
r•••i' t f d' .,.,. ') 
. Jt..,__; j * '"" dx 
"'- , . . , 
Op 4-t\~~ laatat• int~graal. ken d* vnor~md@ • !ltellinS mat g( x) =1 ffoNtH'l 
to•g~ps.~t.. Iimn~rs in .b@t ·beaohouwde :b:1to:rval. 1e 
r!h) (x) <~ o <: .:::..p¾~ ·voot" :r~er~ vut& ·3eil6le 
g(h) (~)<~ 1 <. <:, p1tl4:-i; !'"'>b 'Voor ~,@rJ®re vast@_ g•bAal• 
§ 1I 2, 1 OYer- . bootdwaard~n V'ail ini.egf,alfltofl, - . ' 
, .. ! 
. In I I~ l 9 1 bebben we ae· 'WOlgefflie '.1Jerondt'ra'tell~en g_.kt,: ·. i 
S~el in .het interral ~ ~ ~ ~ I- .:131'1 Ii~- t eif 7 {;ej o~•indig _d1Jtw1J l-7 
d1fterent.1etJrbaar .. In het j.~te.rval 4- ~ .z/1'. r lig•·-. ei~!l p~t J met : !''{ g) =- - ~~ l!&arin .. ~ 7 '6 :::- -~ h.,. ~- . -iF- J' {,j :. {1) 7 , ,- '? 
·- ( E vast> 0) Ik nee■ aan 
(2) /'/J}<< ;,-w-1 . 
an bovend1en, uniform in .t, / A :S, ·.a:. S I) 
. (3) ··1("1t~1 < <. fa(, w -I., voo~· elke vaste gebele 
- l4J t -L - I., " . _ - -
(I+) . · 7 . ".• "-} < <. ~ 4J • voor. t!lke ::ste gNl-1e . t_, ~ () 
Tenslotte veronderstellen we nog, dat l'- o) fa w a-en begPensde . 
tunctie van w is. Onder dit ,roo!'Vearden bebben we van elk gebeel getal 
._. A,. i ·o bewe~en · · . · . .. . i:.. 1 . . · · . . 1 : 
11~;ll}![ft"'J-/t!/.-:;ir~~·sjf*ttJ:t:0 i~tt.-!}~< f tw~'b:-tJ~. 
. , . .· 
wae,rin de · cootf"ici~n~n · 'i ~ bepaald word~ ~oqr bet i1nk~rlid ~an ( 5) . 
. formeel naar op~immen~~ maeht~n van · ~ ~ J ·. · ,te ontwikkelen en de eigen-
schap - f"" <: < ~ ""'w '°"lrY. _be2:itte'n.. .. . · · .. , . . 
Zoals we gezien hebben en trouwena onmidde·ll1Jk d\11del1jlc is, levert tor- · 
mule (5} ons een as"ptctlsjhe ontwikkeling v~n de integraal 
(6) . . . . -[ 1 '"1 '/t,,,,J ~ ·. . 
in de -v·plgende .gevall-en: . · · · _ ..! 
n ~ ::: G ot' ? en 0- a,) j ;,, I t 7 / w I) .~ 
_. g~it _met /w/ on~egr&nsd aan.. .. - ) _ .! -
·2) Q..,< f < & en {&- f} / ;,/ L ~ /i.J/ 1 .~ 
.. · groe1$n beide met /w J onbegransd aln. . "' -· · · _ 
, ·11c .&,.al nu he t t~,ede geval nadG1s, beschoU'\IEin J~ daarbij ~;'9t de iptegraa1 . 
. · {6)., maat" de 1n~sil"'aal -y _ J. 9 te,J_ e l'"':I d,·i, . ~ . . . 
. . . ti _, §,; ~-
''. bascb()uven a Hi~r wo·rd~ da hoof'dvaard~-- bedoeld 1 .n 91. 
. : -. . . . . - r ... Ii_ . -r &, 
' . . nr ·- ~-t,,, -/ ~ j 
,;,.: ._ (. ~ D ._ •\ 
. -, r!-.C Qi. ,,, 
. Ult (;) ifolgt'b soals WP .in § II, 1,-, geZif•ll h~bben, . 
- ' I . "'·- I - , .' . 4 L'' i ''/"ti f 
• ·.e. -, l!JJ.., ~ 'I.., l t1t.:. l/'""' $ - J, ~-3/ . v,ttz .c< 
+--::.. D. ~, 1· t. . , ~-1 J_ ~ i, /z- S J.J,/ ''(t!/ . 
-/~ t ~- ·~j- 1~. -J- . 1t .. , '/ I VJ_ dx. <.< 
. . A, .· . - I.,. - . . 
·<< ~w 
,.. 
, \ 
ll 2,2 B 
»~ methode 'Fan Laplace,. 
De msthode . •an .ta.place t die ona. ,~sr bepaald.e voorwurd.en 
ii-l etaat etelt ••n approximat1ev1Jll WMU"dct van de 1.ntegraeJ. 
. (l) 
t-
v ;;· rp{z) , 
1 1 9 { x. 1 .e t;:l')f,,. 
V ~ J I ✓ 
,, 
..... 
te v1nden, wordt in het algemeen al~ volt 
nas in bet interval a ~ x '$ 6-
ZOdmng 4at y 1( !/ ·41~ht b1j au ligt en 
ge11teld kan worden, waa:rin .. Jl. .., if ~ 
- 41 -( E poeit1et. vut)., 
Stel 'f{;;,:,J == /lz) - A. 1 {::. <# ~) i. en ont1'1kkel 
!]{A:..) tt- {-tx) . tormeel 10&'\r opk.lbmlend• maahten TU 
fl )C. _ l ~ode:t we de to:rmele reelui . 
1,.i I ~•"' (2) A~+ A 1 (-x--- r.} + 4" ... x- ~) .,. 4- •••• 
kr1jgeno Onder bepaalde VQorwaarden ie de intesraatl ae:,m..-
ptotieoh gelijk O&ll de aom.van de a.~ymptotieohe reeke 
~ (Y.> .... ( ! - \ .it _, ~·)%,. 
. ,;---,. f .It z. t,} ( ':l,) ) A ; /" - :!,- I ,y..,. J'J d . .,,.. ,.· ;, . .,. ? f..,.,_,.-.:;::, -,;;., "V 
_;>~ ' - ; ·'} .._ ___ : rO,. J 
·k, .: ~ . - ';'JJO d t I,., 
iie onde~gre:n• ii; -oc ot s , al»aargolang 5 > .:t> of .-::. a.. ie 
<I• bovengre2-.a is ~ of ~- i alnaargolang ~ < C· of ., ft. i«h 
- ~ . 
De in (,3) optredend~ integrslen kunnen elementair berelr.ond word.<1n; 
ac, 
;;. 
;ir 
l' ~ ( -
k J - ~ J ,if 
t -~ 
en voor oneven 
:::,0 
l _ n 
~ - ~ 
-
-
r·/ ~_:J -
. \,, l.. .. 
,. 
C .... ·xI .... 47 II 2,2 C 
j t~J = 1 . 
Ii Bij beroken1ng blijkt de in ( 2) · optredende ooet'f'icient 
. oen veelterm in S -van een graad. ; ~ tt, worclon .. De alpmene 
.... 
iiel"m in de uymptotieobe ontvrakel~ (3) its due booptt,ne Yan de-
zeltde orde ale / s I l ... 1- i =--- I!: I - f - y ' · 
B1J :rua.der onderzoek blijkt die ten. inderdaad Yan die o:rde vu 
arootto te si3nt al.thane, 1ndien n ioor 3 deelbaar te~ Dua'biJTe 
de term set "1'v-:a / S" ia van de or4.e van srootte Tan / s / _, ~ 
Om till# op dose mamer e~n app2"0%1mat::~eve waard.e Yan · .. r-,,, te Yinden, 
- 'i. me't een afw1jJtina die van 1asei- orde van grootte ·1• dan / s./ "' 
mochten Wij in de sevond~n r@ekeontwtkk.el1.ng m1natena 16 termen 
sebru.iken. Dat ie o:nprak.tiaoh .. 
Een tweedef ~og v~el ernat1gel" bezwaar ip, dat de metbode geen 
numerieke bovengrena gcneft van de ser,~te tout, al.a we .. ?"gene af.., 
'brekena 
Wi;) EUllen de metbo~e van Lapla<i~ op zode.nige wiJ ze ontw1kkelen, 
',1 
dat de twee, bovengenoemdt, benaren ntet optredeno 
'.rexs Tere-an:?ou.dig:lng va.n. de nots.tie s.al. ik ~ =- O ,,.eronder1rtellen'-' 
Hi~noor ka.u 1k :ao nodig ,.rteede zorgt,;n doo~ eon i@rao.hu1v1ngt Ver. 
der kan tk- &am1U1en dat (f 11{0) n1e1t 't'&n w af'hangt; bienoor kan zo 
· nodig, gozorgd worden door in pl~ta van de inte~atino:randerlijke 
:t, een nieuwe variabele fflt te k1ezen1 waar ? een geeohikt pkozen 
t'Q#Otio TU. 4J vooratelt. Op die manier Fijgem we a. ~ o . ~ t 
en 'f ( z_) = ft~ -t it a, ;c. .t , wu.rb i3 A niet -.an tJ athangt. 
Ye .T..eronderltellen weer 
( J' vast poait1et) 
en de te tmerzoeke/n f ~te~~ae._t gaat ever int 
I ( J ~Zi-; - I"'\ ~ d Jf;;~ e ~ 
Ik~~a 9 tz) ,ft~)naa.r opkli:mmende: maohten van x ontwikltelan. 
We sullen ein bovengrena nodig hebbe~ van de tout, d1e·we maken, 
ala wij de aldua·verkregen ontwD.keling ergen• atbraken. Oil 41e-
bovengrene te vindent le.at 1k eerat een torte besohouwina vooraf-
gaan() · 
Zij / aen getal,. dat behalve van w nos van m>.dere parameter. 
(bijv .. x) mag afbmlgen~ Ilt neem aan, iat f aaymptotioob J'>.Ul' op ... 
klimende maobten VAil ;!- kan w,rrden ontwikkeld, · · . 
/" ,,!:!£. A 
f "'V .) . Cf.p t() /1.,, 
--... .,.,...· 
C XI it?. ?1,"t, 
. Ct 
y 
C XI 47 
., , 
f'i O of <O is. c;lus 
9_..f'~ 
waa:rin w~ ~t oohulp -van (6) een bo11e~1gron;; van "\izk afle.1clen. 
tat~n Vtl als ~,oorbe~ 1<1 de Gammafu .. -o(":t.it!1 
~ 
r (s+i) = (u.8 a-IA rlu, 
~ 
vcor ~rot.o posit.i.~••U? a nn<ler:zc~k:~tL WorJ-·c W ~ f; ~n 
,1~7. vindeh ws 
In de corspron; ls ue ox,cm.ent, met. zijn 1e 8fgel-sJ.Cle geliJk am nul, t¢?'.f:c 
wiJl. 1i~ ~e~d~ afgelfJi(le gelijk is e.~n =M .. We stelllf.rn <.lus 
s: = _. 4t) :c. .,,. w ~  l '..J,, ~-) + i ~ t'., • 
!k :tal h.isr &lle$n d~ int.egr-ae.l 
;T~ =J7../ht2 +f dx 
• 
0 
,"'>, ),,!--:-f 
~). 
.... 
, • :l~ . 
l?I Ra1tks.~n 
I III, 1 El.e~antair~ ~~tnoc~n, 
Wl? gaan u!t van a!Bn bt?k<)tJds 'f'€3ltem 
W~ onde~~o~~e~ het g~d~ag ~en 
Q · , ~.-,:,;. 4 •{) hf} 7 1trt 
.C.} t}; J ~ ,.__ J,y; j· ~ ~ ~- ,•"' " 
=-:-~~[t. i 
. 't'OOl"' g:rote waa.rdil'i/n ?ru1 t .-. W~ be$ehO'.J HHl sl1!-~ht.s diEi fu1ct.ies .1 t J 
di~ cnwi~eld kunn,er! t,.-o:rd:en 818 
Bewij~g 
'l'J 
'·-'{ i:tJ 
)f. -:-,;. . f.) M .,,_ ;t.::, 
1i11~er.ui t hetgeen ~'P.le~r; moest ~o:rd~n di:r'tlu'.Jt "folgt. 
if oot' o~i!:i zal. •fan ,}.rp-e,~1&$1 belimg ,ij!i h$ t. ~eval 
df.l ~~daan~>e :7--:-~ · -_~..5. .. ~--.:~ h~ ~:et e.n wa.~T:'1.n 
... p• A~~ r ..... ~ 
v-eiel 'I/, r~~n ~·t·. t ~:lj:n, 
p-n 
d>B ged&&n ~e lll~ bb~t:i 
., 1 'ti' .. ' 
... ,. ~,r;-;:. x, "' 
D~n 1~ -,¢<-. 
"= ~ ,,£-
~a,j;, 
/' r.~; 
!" JJ? .• / 
~- ;y. 
·' . 
"j"_.:.;, :rl..i=, 4 :-J:' i~ 
,. 
,. , 
,...., ! 
l:b,: •. .;:__c• :C' i• . • ~h 
--f'-": 
ev;r.r anuytiflHJba fu.ncft1e v-an Ii voor_, 1l8B® ftu1~-tie kan ana.lytieoh word.en 
VQoirtge~et r, ~oo.wig dat 
{ ind.ion .... v.1 e6n n&t-uur..~-
lijk seta.Jf·lti} 
ete!:n gehele fune.t ie van e voc,rirt16l 1. o 
Bij het 'bew1j a m~ ik B,,0 s;;; ifJ stellen., 
.,. 
~en gehele funot1e van a voor$telta 
' dan v-indt men in net reohterhaltvlu, met pa.:r-
( 2) 
·· .Bet re~hterlid is een gebele functie van e voor JlO( > ... 2, dua voor 
Bo<)•l, voor RI)() .. 4, enz. due voor 1e4ere D<.,de waarde -1,-2, ••• 
qitgeaonderd. ~ L ( ) f -.Sr;;· .J..•1...1L De funotie l..f s., .. 1 . • .e G · e c 
' ' 1 been de af geleide /°"' -s I:: .J.. - I ' ...,_ -er - s 
.A!I J,._, - - - + ' 
- - ~ . s s due 1 j 
' UJ IS.; -.f) -:::-· J - s .... ~.;;.e_::::, d,.t,,,. 
' T . -d ' 0, . ,IM,, ..; 
waar~ij de laatat~ term een analyti,ohe i'unotie van• voo~•telt. Ia 
·van ee~ bepaald natuurlijk getal p beweaen, dat .(1) een. gehele :tunotie 
van II vooratel t, dam volgt u.1 t ( 2) , toegepast met Ctt • -P .. 1 , dat 
. \.lfl~-?-i-1) .:,,. (~) l-)1• sl'-~5=: w15 _-,._, 1)~.·: . . C-)pi,- 1.sP L ;f" 
. . -r, (J,,-1)/ Tl') r . ,t,,,;f -;fl,!,~ 
een gehele funotie vane is, waarm~de allea bewemen ia. 
Bul11tell;!-Mi In het hau:fvlak Re> R•0 stelt 
. Jee {S .... ,_ \ t: 
_ 'X,{S, ol.) = . 
1 
,e " . ,, I: <><' ~ if: ,It- (h geheel~ 0) 
een analytieobe f,'unotie van a voor. Dese funotie kan, indien -oe niet 
een·natuurlijk getal ia, analytiech worden voortgezet, zodanig dat 
-. · rv/s «) - ~ r(«➔ -1j · · : 
A ' ~l. ( S- S-1,) )CL'-+ 1 
een gehele ~unctie van• 1•~ 
.Men ditterentiere in het bewija van.de voorga.ande hulpatelling ie~ 
· dere betrekk.ing h maal partieel near ct o 
S~ell!N. 4, J'ij voor t ~ 1 
FU-J- ~ s..t to.:. f c< ~ it + ,=; U). 
waarin Of. niet een d~r getalien ~1, -2, ••w~e vooretelt. 
De timotie. Jr ·(t) ·. '·. ·: word.t~ voor t> o gedetinieerd verondereteld, 
' . 
tuaeen a en b (a en b willekeurig met a<b), in eigenlijlte cin volgeM 
· Riemann integreerba.ar en van Q naar a ( a willekeur1g poai tiet) in on-
• I ' 
eigenlijke ain abaoluut integreerbaar. Indien dan de Laplaoe~getr~e-
formeerde f.; (a) van 11 (t)9v,oor Re.,,.f-i oonvergeert, waarin (s-ciia0., dan 
heett de LaplacegetTansformeerde f(a) van•F (t) de eigenaohap d~t 
fts)-. z· "t · rtc,1+_1) 
. . -1.. . ~~°7. ( £. - So)"• 1 
· 1n bet balfvlak Rs'){!, ~iech k"1l worden voortgeaet. Immera 
f 
zoo.at de bewaring uit de vorrgaan4e hulpatelling volgto 
In bet bovenataande hebben wij uit het uymptotieoh karakter van 
· P .(t) voor grote t bet gedrag van de Laplaoe-getran-.tormeerde f{a) in 
de oqevtna van een bepaald punt e bepaal.d. Er sijn ook •tellingen, 
~ie Qit het ·gedra,g van P(t) in de omgeving van bet punt t = O bet 
uymptot1ao~· karakter van t(•). in hat :reohterhaltvlak voor grote I· a, -1 
bep&len. 
HulJU!tell;tM= Ie s = •• een oonvergentiepunt van-de integral r~ ... s 6 F(lddl:: . -
dan oonvergeert de0 integraal uniform in de hoek I arg _(a - a,)\ 1-,J-<. f 
. dow••• dan i11 b13 elke poe1tieve teen T~O te vinden, modanis dat voor 
b":>a~f en voor iedere e in de beachouwde hoek 
I I{.~ - .,t, F (:J;Jli I <:: £. 
C&,., . 
f?~elltPS.z¼,a Ia e een oonvergentieprmt ,. d an nadert f( 1) in de boek 
i arg ·<• ... l!o)I ~ ~ < rr uni:rorm tot nul, ala s onbegrenad ungrooit, I - 4.i.. ~ . 
want t(a) :.a: '>f &s..❖e:,,,.f ·4--£ , waarbij a zo k.lein en (volgena de voor-
gaan4e hulpatelling) b zo groot gekozen kan worden, dat de eer•te en 
de derde integraal elk abeoluut <j sijni voor voldoend grote I e f ie 
ook. de twe.ede integrae.l absoluut < .L o 
ll:ti>ll1!1:i :ia le o ia<.;_, dan nadert .J 
~-= j . ~ ~( -r.,+ii )f: 'F="(b)J,../:, 
0.... 
. 
1 voorf7 J-,o.otot nul en. wel uniform in bet ·halfvlak. x~ r, wu.rbij<r<wille-
. . . . 
. Jteu.rig ie () 
_ 1'&wi~f..!_ Stal eerst a> Oo, Verdeel het interval (a,b) in ·een untal deel• 
24 111,,1 • 
:lntff'l&llen ,-rJ~ .. ,ih;, sodat I ic It+ ~~" + I~18; Blot' la J.\, 4e bJ.r 
tHSO ft.1l j. clue _ 
·:!y == ~v J e. ;.,f~7) t .;,(i9 l • ( ft,-ttrv ) . Al; v). 
. . . ,..,_ . 
_ Bier 18 •v 4e maler8ffM, ■y 4a bOYeal8N'M Wll • ('t) 0, j ~ -•)(3.,.) ne~t 
de ltmgte ftln 3':' 'l'OOJ", Oadat :.(-c} YOOI' ~1',i.1» 1111epeel'b_. 1a la 
etsall~ke stD, baell • biJ elJr.e pott1't1eve f. 4• Yei-4o111l8 ftll -.be'I in-
- 1:...-.J. (a,b) co kie._, 4a 
te • c Ot 4&n kiesen ,re o'">O so 41.olrl 'bl' ml, dat 
. I le. -E, -tu.:;J t F((.Jii I < ½ 
. . ~ . ' 
en vols-a he-t bOYenartaaDle 18 b1J voldod4 P'O"tO !I 7 ~ 
I_ ·_ft-- " -{'"M.~iw)t. F,, 'l J../:: f _.,,, -i -
'"' .,,,._ V a);,,-...~-~ 
. -
eo«a't we ook 1n dct geval~ f <.f ten,sT1Jad.e~ 
. ' 
V1t leH &tellims vo1gl: 
~~ . . 
f!tll!II 61. I• t(•l • -~P("t)) op 4e .,.n1oaal a. •v°·111'11Loia OOlft'Vw, 
gent;, an nad.ert t<•> 1D •t bal:f\tlalr. •t~ voorta\-..o.:- 11111tona tot 
DllG 
neae etelling Jmnnen we corabiDereJJ met 4e TOl.pDcle bulPl°'•lliDS• 
l!lla.1QMl6 5, Inclien P(t ) voor 1;>0 n ml 41ttereJt.t1oabaar la • 
~'Ill'. . 
F "(t) (T • o, ..••.• , n • 1) TOO'!' 't...-0 to't een e1at1ge llld.et O,it --
4e:rt t clan OODVel"~ :;f»(:,) r •• ;t(:r{"'~"h ill ellt pat • -1; ·~ 0 ,-.rm 
;((P '¥>)) oOJWei-geen on beett •en ·· _ 
"1) ( 1= )t Si • :!. + ,.,. __ l_ Cc,,..,, c.l. f tp ( ~,.,)) 
<X.-, $ ,LO~ .,... • .. t+i. '""" · -...,. 0!1 r . 
~ ~ s~ ~ 
· De beweJtiD8 la eviclem Y002' D • o, sodat 1k .11 '> o 1111g --••• ~ TOr-
. ; 
on4aatelle11 ug, 4at .bet bewi.J• 1191; n - 1 1n pl.u.1ta •• a reo4al ce,. 
levei-4 1a, tu 
- ~ (_F') • ~ + # .. + £::._; + -!. .. -· £ (. p ~)- , 
. ... . . ~ ----- i--..-,2 - • .-
IItJ,l.,. 
1to-t· 1a .4u• m vo14oend.o 1;0 bff13sen dat.'((J') ooim,rpert «Pll.Pllik 1• 
._ . , ...., 'l ~(F;). . . . " -=~ 
,. · . -. · · : ZOJ:ld•r be-...,:- kan 111, daal'b1~ o~ • o "'"l'OJ;den,ella Qlllat 1k ar.td.on 
·,11leohte 'f(t) door P(t)-c6, behoot. te verYtmgen. »ewee,n aoet m wol'4en · 
. ' 'le. ·. . 00- .: 
1~~. f. -tt-SE rlk)Lt-1 = 1· ~- st Fti)di 
')'--l,cac, 0- ' . 0 . .• ' 
. . ~ . . . 
. voor ell p~ e set Re'>,O, ~ de laatetgeno-4e imegru.J. ooaver-
~:rt o Stel -de m bet li11kerl14 voorkollende dubbelintegraal. YOOr dooi-
. $~ • . . 
o - G( x) , co4at bewesen aoet worden . · 
. -1f.:...,, !if:j = f ~- s-1: F'{i-)tii: • 
~OC) . ~ :, 
Di't -geldt eek.ers ala. 
't,;.. -.i'.f~ "" r ~ -sf: F f:l.>.1.-6, . 
. ~- -e . Cl . i'i~ . . . . . 
watlt wesene Ka> o groe1t de noe11or -ae't e . onbegronad a.an.. Men htteft 
11et behulp Ttin gegeneraliaeei-cte partiele integl"a1iie · · · · 
;. . fie:~] ., -I$ (,. ~-,a. FI,:. ) • f x.-e, - sf: 'f= 'ri:J di:: . 
·; , ~e de bulpatellµig bewezen iao 
